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[요약문]

한 국가의 전체 사망률은 횡단면적으로 매시점마다 연령에 따라 지수함수형태로 증가하고

시계열적으로 모든 연령에서 하락하는 추세를 나타낸다. 이 논문은 사망률의 횡단면 및 시

계열 추세 특성을 각각 보험수리분야의 Gompertz 모형과 재무분야의 이자율 기간구조모형

으로 널리 활용되는 상태변수의 선형모형(Affine model)을 결합한 새로운 사망률 모형을

제시하고 있다. 연속시간 선형모형을 사망률에 적용시킬 경우 생존함수에 대한 닫힌 해

(Closed-form solution)을 구할 수 있는 장점이 있다. 본 논문은 연속시간 선형모형을 사망

률 적합에 사용한 기존 연구중에서 최초로 횡단면 및 시계열 자료 전체를 추정한 결과를

제시하고 있다. 추정결과는 기존 사망률 연구에서 선형확산 모형만을 이용한 방식의 설명

력이 한계가 있으므로 횡단면 추이를 설명하는 함수를 포함시키는 것이 필수적이란 사실을

시사한다. 주요 분석대상은 한국과 미국의 남성사망률이며 이중 미국의 경우에 대하여 사

망률 적합 및 예측 결과를 기존 사망률 모형중 횡단면 및 시계열 자료 전체를 이용하는

Lee&Carter (1992) 모형 및 Cairns, Blake&Dowd(2006) 모형과 비교하여 본 논문 모형의

성과가 우수함을 보이고 있다.
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1. 서론

사망률에 대한 올바른 추정은 사망률에 연동된 보험 및 금융상품의 가치평가와 리스크 분석의 정확

도 제고를 위한 필수적 요소이다. 전통적인 보험상품에 대한 보험수리적 가치평가방법은 연령별 횡단면

사망률 추정치를 특정 연령의 미래 사망률로 이용하는 방식이다. 그러나 실제 사망률은 연령별과 시점

별로 차이가 존재하므로 사망률 추정시 두 가지 요소를 동시에 고려하는 것이 중요하다. 사망률 자료가

갖는 특징적인 현상은 횡단면적으로 연령이 높아짐에 따라 사망률이 지수함수형태로 증가하는 점과 시

간 경과에 따라 동일 연령의 사망률이 낮아지는 점이다. 전통적인 보험수리적 방법은 보험사의 경험 자

료로부터 0세부터 100세까지 남성과 여성의 사망률을 추정한 결과인 경험생명표를 기반으로 보험상품의

가치를 계산하므로 실제 사망률 시계열에 존재하는 추세하락 특성을 반영하지 않거나 또는 별도의 단순

한 가정을 통하여 이를 반영하는 단점을 지니고 있다. 그리고, 최근 몇 년 사이 전통적인 보험상품 이외

에 사망률에 연계된 파생보험상품1)이 나타나고 있다. 경험생명표는 보험사의 인수효과(underwriting

effect)로 인하여 사망률 측정을 위한 표본에 편의(bias)가 있고, 외부에서 관찰하기 어려우며 또한 시계

열 특징을 파악하기 위해 필요한 자료수가 확보되지 않는 단점이 있으므로 보험파생상품의 원리금 결

정지표로 사용되기가 어려운 것이 현실이다. 이러한 이유로 보험파생상품들은 보다 사망률 측정의 객관

성을 확보하기 위하여 이자지급이나 상환액의 크기가 전체 인구중 특정연령군의 실제 사망자 수에 연동

되어 결정되는 구조를 갖고 있다. 이 경우 사망률 추정 및 예측은 국민생명표를 이용하여 분석하는 것

이 가능하다.

본 논문은 국민생명표상의 사망률 자료에 대한 추정 및 예측모형으로 재무분야의 이자율 기간구조

모형을 채용하여 각 연령대별 사망확률 시계열에 적용시키는 방법을 다루고 있다. 기존 연구결과에서

선형 기간구조모형(Affine Term Structure Model)을 사망률 분석에 이용한 사례는 대부분 특정 시점에

서 각 연령별 사망확률 또는 특정 연령에 대한 cohort 자료를 추정한 점이 한계로 지적될 수 있는데, 이

논문은 하나의 모형으로 모든 시간과 연령대의 사망률을 설명하는 방법을 제시하고 있다. 본 논문이 기

존결과를 개선시킨 부분은 이자율 기간구조모형 외에 횡단면 사망률 추이를 설명하는 함수를 고려하여

모형의 적합도를 증진시킨 점과 전체 횡단면 및 시계열 사망률 자료를 추정한 점이다. 주요 분석모형은

횡단면 사망률 추이를 설명하는 Gompertz 함수와 시계열 추세를 설명하는 Vasicek(1977) 모형을 기본

으로 잠재적 추세 요인변수가 각각 1개와 2개일 경우에 대하여 모수추정 결과를 비교하고 성과가 우수

한 2요인의 경우에 대하여 기존 모형과 추정 및 예측성과를 비교하고 있다.

이후로 2장에서 사망률 기간구조와 관련한 기본 개념을 설명하고, 기존 사망률 설명모형중 연속시간

확산(continuous-time diffusion) 모형을 적용한 사례에 대하여 간략히 살펴보고, 3장에서 본 논문이 제

시하는 모형을 설명한 후, 4장에서 추정 및 예측성과를 검토한다. 마지막으로 5장에서 결론을 언급한다.

1) 2003년 Swiss Re와 2004년 EIB/BNP Paribas 의 Mortality bond를 고려할 수 있다.(Blake 등(2006) 참조)



- 2 -

2. 기존연구

2.1 생존함수와 사망률 intensity

생존함수  는  시점에 연령이  인 사람이 향후   기간 동안 살아있을 확률을 의미하

며 다음과 같이 정의된다.

         
 

∞

 

여기서,

  :  시점  연령의 사망 정지시간(stopping time) 확률변수

  : 사망정지시간의 누적분포함수와 확률밀도함수

위 식을 경과시간에 대하여 미분하면 정지시간(stopping time)  의 확률밀도함수   는

다음과 같이 표현된다.

   
 

  시점   연령의 사망 가능성과 관련된 위태율(hazard rate) 또는 강도(intensity) 함수

  는 다음과 같이 표현된다.

      
 

   log  

이 경우, 누적 강도는 다음과 같다.

   




     log 

따라서 생존함수와 강도간 다음 관계가 성립한다.

  exp  exp


 

  
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여기서 강도가 확률과정일 경우 생존함수식은 다음과 같이 변형된다.

          



exp



 

  






단,  는 정보집합족(filtration)을 의미한다.

위 식의 기댓값은 강도가 선형확산과정(affine diffusion process)을 따를 경우 다음과 같은 지수선형

함수(exponential affine function) 형태로 표현될 수 있다는 사실이 알려져 있다.





exp



 

  




  exp    

2.2 관련연구 고찰

여기서는 재무이론의 동태적 이자율 기간구조 모형(Dynamic Term Structure Model : DTSM)을 이

용하여 확률적 사망률 모형을 구축한 사례를 중심으로 설명한다. 사망률 추정 및 예측을 위해 확산모형

(Diffusion Model)을 적용한 기존 연구는 크게 사망률 중심과 생존함수 중심의 두가지 방식으로 나눌 수

있다. 첫 번째로 사망률중심 방식은 확산모형을 단순히 시간 또는 연령에 따른 사망률 추이를 나타내는

행태 방정식(behavioral equation)으로 사용하는 형태이다. 이 경우 확산모형을 통하여 예측한 값이 바로

미래 사망률이며, 생존함수는 예측된 사망률로부터 생존확률을 구하고 이를 축차적으로 곱하여 생성시

키므로 연속시간 이자율 기간구조모형의 순간(instantaneous) 이자율에 해당하는 순간 사망률 개념을 고

려할 필요가 없다. 이와 관련된 대표적인 연구는 Milevsky & Promislow(2001), Schrager(2006), Biffis

& Denuit(2005) 그리고 Biffis, Denuit & Devolder(2006) 등을 고려할 수 있다. 두 번째로 생존함수중심

방식은 순간 사망률을 고려하는 형태이다. 이 경우 확산과정은 순간사망률의 동학을 표현하며 이를 적

분하여 생존함수가 생성된다. 이러한 방식과 관련된 대표적인 연구는 Dahl(2004) 과 Biffis (2005) 등이

있다.

먼저, Milevsky와 Promislow(2001)는 연금상품에 내재된 사망옵션을 평가하기 위하여 재무모형중 위

험채권의 가치평가모형을 적용하였다. 즉, 사망과 관련된 미래 위태율(hazard rate)에 대하여 확률적 모

형을 구축하고 이를 바탕으로 보험상품의 가치를 평가하는 체계를 구축하였다. 특히, 0시점에 연령이

인 사람의 위태율 동학을 다음과 같이 Gompertz 함수 형태에서 지수부분에 위치한 1개의 상태변수가

평균역전현상을 나타내는 브라운운동을 따르는 것으로 가정하였다.
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    exp   ,

      


위 모형은 비록 연속형 확률변수 형태로 위태율을 설명하고 있지만 앞에서 언급한 바와 같이 별도로

생존함수를 고려하지 않고 각 연도별 위태율을 해당년도의 사망확률로 고려하였다. 여기서 위태율의 동

학은 이자율 기간구조 모형중 Black, Derman & Toy(1990) 모형과 유사한 형태이며 위 모형을 이용한

연금상품의 가치평가는 이항수형도(binomial tree)를 이용하여 미래 각 년도별 사망률을 생성시켜서 이

용하였다. 특히, 이 논문은 70세 연금가입자의 가입이후 년별 사망확률을 분석하였다.

Dahl(2004)은 특정 연령()의 위태율을 다음과 같은 복수 리스크 요인을 갖는 확산모형으로 표현하

였다.

   

이와 같은 확산모형에서 표류항(drift term)  와 확산항(diffusion term)  가 특정 조건을 만족하는

경우, 연령이   인 사람이  시점에서  시점까지 생존할 확률 즉, 생존함수 는 다음과 같이 표현

되는 점에 착안하여 선형 확률적 사망률 모형(Affine Stochastic Mortality Model : ASMM) 체계를 구

축하였다.

   






   ∣      

단,      

Biffis(2005)는 초단기 위태율을 두 부분으로 나누고 이를 바탕으로 생존함수를 보험계리적 생존확률

     과 상태변수에 영향을 받는 무작위항의 두 부분으로 구분하여 다음과 같이 표현하였다.

     

   ∣   






      

 

 






 








  

 

      
    
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단,     

상태변수는 다음과 같이 점프를 고려한 Vasicek 모형을 채택하였다.

        

지금까지 언급한 논문들은 모수들에 대하여 엄밀한 통계적 추정이 아닌 휴리스틱 접근을 통하여 계

산하고 있으므로 실제적인 모형의 설명력을 판단하는데 다소 무리가 있는 것이 사실이다. 또한 위태율

또는 생존함수 모형에 대한 수치적 분석결과가 특정시점의 연령대별 사망률 또는 특정 연령의 시점별

사망률 추이에 한정되어 있으므로 사망률의 시계열 추세 반영부분에서 문제의 소지가 있다. 비록

Dahl(2004)과 Biffis(2005)이 제시한 모형은 각 시점별 및 연령별 사망률을 동적인 관점에서 설명하는 형

태로 설정되어 있지만 실제 추정결과를 보여주지 않기 때문에 모형의 성과에 대한 직접적인 파악이 곤

란한 점이 한계로 지적될 수 있다.

Schrager(2006)는 상태공간모형(State-Space Model)을 채용하여, 각 시점별로 전체 연령의 사망률을

설명하는 함수를 관찰방정식(measurement equation)으로 설정하고 관찰함수내 각 항의 계수가 선형확산

모형을 따르는 형태로 전이방정식(transition equation)을 구축하였다. 논문에서 고려한 관찰방정식은 다

음의 두 가지 모형이다.

관찰방정식

Thiele 모형

     exp   exp      exp
여기서,

  :  시점  연령의 1년 사망률

Makeham 모형

        exp

전이방정식

    
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Schrager(2006)는 위 모형을 칼만필터링(Kalman Filtering)을 적용하여 추정한 결과를 제시하였다.

이 모형은 단 한번의 추정으로 모든 연령에 대한 사망률 추이 분석이 가능하다는 장점을 지니고 있지

만, 생존함수 생성방식이 아닌 사망률 생성방식을 채택하고 있으므로 특정 연령의 생존함수 계산을 위

해 연령의 증가에 따른 미래 사망률 전체를 생성시켜야 하는 단점을 가지고 있다.

Biffis & Denuit(2005) 와 Biffis, Denuit & Devolder(2006) 는 대표적인 사망률 예측모형인 Lee &

Carter(1992) 모형에서 사망률 추세지수를 확산과정으로 변환시키고 독특한 형태의 측도변환(measure

change)을 적용하여 실제 사망률과 위험중립 사망률 모형의 구축을 시도하였다. 이들이 고려한 모형은

다음과 같다.

실제 사망률 :

  exp   ⋅

실제 사망추세지수 :

     

위 사망률 모형은 국민생명표상의 사망률로 부터 추정된다. 저자들은 국민생명표와 보험상품 가격결정

에 사용하는 경험생명표를 구분하여 전자를 실제확률측도, 후자를 위험중립측도로 간주하였다. 측도변환

을 위한 Radon-Nikodym 도함수는 다음과 같이 정의하였다.

  
 

 

 




 
  








 




측도변환은 2단계로 이루어지는데, 먼저 위식 우변의 두 번째 항에 의해 실제 추세지수는 위험중립측도

에서 다음과 같이 표현된다.

    

보험상품 가격결정에 사용되는 경험생명표는 국민생명표와 변동성의 차이가 존재하므로 경험생명표에서

추정한 추세지수를 다음과 같이 표현한다.

 

 

 

실제 추세지수와 위험중립 추세지수간의 변동성 차이를 다음과 같이 보정하므로써 2단계 측도변환이 이
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루어진다.

  






이 경우  는 다음과 같이 계산된다.

  

 







또한, 위험중립측도하의 사망률은 다음과 같다.



 exp  ⋅

이 모형은 실제 확률측도와 위험중립확률측도 구분을 시도했다는 의미가 있을 수 있지만, 측도변환시

일반적인 표류항 변환 외에 변동성을 조정한 부분에서 논란의 소지가 있을 수 있다. 부언하면, 두 번째

측도변환은 임의로 변동폭을 조정한 결과일 뿐이고 실제확률측도와 위험중립확률측도가 각각 다른 확률

분포를 따르기 때문에 동등성(equivalence) 조건이 보장되지 않는 한계점이 존재한다.

3. 선형 확률적 사망률 모형

3.1 복수요인을 갖는 확률적 사망률 모형

  을 년도에서  년도까지 1년간 연령의 사망률(즉,  년도의  )로 정의하자. 특정시

점에서 연령대별 사망률 곡선은 다음과 같이 Gompertz 모형으로 추정할 경우 적합도가 높게 나타나는

것으로 알려져 있다.

 ∼ 

 

이 함수를 이용하여  시점   연령의 순간사망률을 다음과 같이 정의한다.
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            (1)

위 식에서 우변의 첫 번째 항은 횡단면적으로 연령에 따른 순간사망률의 수준을 결정하고, 두 번째 항

은 요인벡터로서 시간경과에 따른 순간사망률의 변화를 나타낸다. 그리고 는 모든 원소가 1인 합벡터

(sum vector)를 의미한다. 상태변수( )는 다음의 다변량 Vasicek 모형을 고려한다.

          (2)

여기서,

 : 평균회귀 속도를 나타내는 주대각행렬,

 : 안정상태 수렴값 벡터,

   : 브라운운동 벡터

생존함수중심 방식을 적용한 기존 문헌들은 일반적으로 모든 연령과 시점을 고려하는 형태로 모형이

설정되어 있지만 실제 추정결과를 제시하지 않은 점이 한계점으로 지적될 수 있다. 본 연구에서 제시하

는 모형은 생존함수 중심 방식하에 단 한번 추정하여 전체연령의 생존함수에 대한 표시가 가능하다. 제

시한 모형체계에서  년도에 연령인 사람이 미래 년 동안 생존할 확률을 도출한 결과는 다음과 같다.

      (3)

 



exp





  






 






      

 

 






 








  

 

 exp

     exp   

여기서,

   exp   ,

     

    ,

 







 exp 


 exp 


 exp   


 ,
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  ,

단, exp 는  번째 주대각원소가 
   인 주대각행렬

사망률과 관련된 통계자료는 각 국가마다 매년 연령별 또는 연령군별로 1년간 사망확률을 추정한 결

과를 발표하고 있다. 위 모형은 실제 연령별 1년 사망률 자료로부터 계산한 생존확률을 모형의 생존확

률 함수식과 일치시키므로써 관련 모수들을 추정하게 된다. 이를 위하여 먼저 연령의 1년 사망확률과

생존확률간의 관계를 다음과 같이 설정한다.

         (4)

보험계리분야에서 1년 생존확률을    과 같이 계산함에도 불구하고 위와 같이 설정한 이유

는 사망률이 충분히 작은 경우 두 식의 계산결과가 유의미한 차이를 보이지 않고 또한 모수추정시 위

식과 같은 형태가 보다 편리하기 때문이다.2) 위 식에 대수변환(log transformation)을 취하고 정리하면

다음과 같이 표현된다.

    ln 

  

      

(5)

위 식에서 Gompertz 함수는 전체 표본구간에 걸쳐 사망률의 횡단면 추이를 단 하나의 함수로 나타내고

사망률의 시간에 따른 변화가 이 함수에서 벗어나는 형태를 나타내는 것을 의미한다.

년도 연령의  년동안 생존확률을 실제 자료로 표현하는 방법은 다음 두 가지를 고려할 수

있다.

  









exp

  

 

   I

exp
  

 

     II
(6)

첫 번째 방식은 현재 보험사에서 보험상품 가격결정시 사용하는 경험생명표에 의한 생존확률 계산방식

으로서 필요한 경우 여기에 확률의 변동 추세(trend)를 고려한다. 두 번째는 이론적으로 타당한 방식이

2) 만일 식(4)의 좌변에서 지수함수를 쓰지 않는 경우, 사망확률 표현식에서 이중지수함수가 나타나기 때문에 수치적 미분을 이

용한 모수 추정시 최적값으로 수렴하는 초기치 설정이 쉽지 않을 수 있다.
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지만 실제 보험가입자의 연령별 사망률 시계열자료의 입수 및 분석이 쉽지 않은 단점이 있다. 본 논문

에서는 방식(I)에 의하여 각 년도마다 횡단면 연령별 사망률로 생존확률을 계산하고 이 형태가 시간에

따라 변동하는 추이를 상태변수로 표현하는 방식을 채용하고 있다. 이 경우 방식(II)의 생존확률은

Vasicek 모형으로부터 예측한 미래 상태변수를 대입하여 구하고자 하는 생존기간까지 매 1년 단위의 생

존함수를 계산하여 다음과 같이 구할 수 있다.

           ⋯           

4장에서는 요인이 1개와 2개인 경우에 대하여 실제 추정결과를 보여주고 있는데 각 경우에 대하여

순간 사망률과 요인 동학은 다음과 같다.

1요인 모형

           

            

이 경우 생존함수는 다음과 같이 표현된다.

   exp

         

  

 
 

  





 





 






 
  






 
 

2요인 모형

            

          

여기서,    ,  



 






 


 





,  




 


 

 
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이 경우 생존함수는 다음과 같다.

   exp

        

 

    exp   ,

      

   

앞에서 언급한 바와 같이 이 모형은 모든 연령대별 사망률 시계열을 단한번 추정하여 각 연령대별

생존함수를 생성시키는 것이 가능하며, 모수들은 동적 기간구조 추정 문제와 관련된 기존 방법론을 적

용할 수 있다. 다음에 모형의 모수 추정방법을 설명한다.

3.2 복수요인 확률적 사망률 모형 추정방법

제시한 모형은 사망률의 횡단면 특성 즉, 연령이 증가할수록 사망률이 지수적(exponential)으로 증가

하는 특성을 나타내는 1개 함수를 중심으로 각 연도별 및 연령별 사망률과 이 함수와의 편차가 Vasicek

모형을 따르는 1개 또는 2개 요인으로 표시하는 형태이다. 이 모형의 모수들은 준최우추정법을 적용하

여 추정이 가능한데, 이와 관련된 자세한 추정방법은 다음과 같다. 먼저, 관찰된 사망률이 관찰되지 않

은 잠재적 요인에 의해서 시계열적 상관을 갖게 되므로 우선적으로 각 년도마다 미관찰된 요인을 추출

하는 과정이 필요하다. Pearson&Sun (1994)은 이자율 기간구조 추정문제에서 관찰된 이자율로부터 잠

재적 요인을 추출하여 조건부 확률밀도함수를 구축하는 방법을 제시하였는데, 이 방법은 우도함수를 요

인의 시계열적 전이확률밀도함수와 사망률 예측오차의 2부분으로 나누어 고려하는 방법이다. 여기서 첫

번째 부분의 요인계산은 각 시점별로 요인수와 동일한 수의 자료를 이용하여 예측오차가 없다는 가정하

에 사망률과 요인간 연립방정식을 설정하고 이를 풀어서 요인을 계산하는 것이고, 두 번째는 앞에서 계

산된 요인을 동일시점의 다른 자료에 적용하여 사망률에 대한 예측오차를 생성시키는 방식이다. 이와

같은 방식에 의해 대수변환(log transformation)을 취한 우도함수는 다음과 같은 형태로 나타난다.

 
  ln  ln     



ln     (7)

(7)식 우변의 세 번째 항에서 는 다음과 같이 정의된다.

      (8)
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이 식을 다시 풀어쓰면 다음과 같다.


  

 

     

     

대수변환 우도함수의 우변항은 다음과 같이 정의된다.

 


ln       

        


          


 

ln      




   



  
  

 

   


       

4. 추정결과 및 활용

4.1 자료

모형에 대한 실증분석을 위해 사용한 자료는 한국과 미국의 연령군별 남성 사망률 시계열로써 한국

자료는 통계청에서 제공하는 1970년부터 2005년까지 5세군별 남성 사망률 자료를 사용하였고, 미국은

Human Mortality Database3)에서 제공하는 1933년부터 2004년까지 5세군별 남성 사망률 자료를 사용하

였다.

한국의 경우 25세군부터 75세군까지 총11개 군을 고려하였고, 미국의 경우는 95세 연령군까지 총 15

개 군을 고려하였다. 사용된 연령군은 25～29세(a25), 30～34세(a30), 35～39세(a35), 40～44세(a40), 45～

49세(a45), 50～54세(a50), 55～59세(a55), 60～64세(a60), 65～69세(a65), 70～74세(a70), 75～79세(a75), 8

0～84세(a80), 85～89세(a85), 90～94세(a90), 95～99세(a95) 군이다. 다음 쪽의 표는 각 국가별 사망률의

기초 통계량을 나타낸다. 기초통계량에서 나타나는 특징적인 현상은 신생아군에서 10세군까지 사망률이

감소하다가 그 이후 연령이 높아질수록 다시 증가하는 것과 시간에 따른 변동성이 사망률 수준에 비례

3) www.mortality.org 참조
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한다는 사실이다. 한국은 모든 연령에서 미국보다 높게 나타나며, 75세군에 대하여 표준편차를 평균으로

나눈 변동계수(Coefficient of Variation)는 한국과 미국이 각각 18.9%와 17.8%로 나타난다. 사망률의 최

소값은 가장 최근 사망률 추정치로 한국의 2005년과 미국의 2004년 자료이다. 한국과 미국의 시간에 따

른 사망률 추이를 나타낸 [그림 1]은 양국에서 사망률이 전반적으로 하락하고 있지만, 한국의 사망률 개

선속도가 보다 빠르게 나타나는 것을 알 수 있다.

[표 1] 한국과 미국 사망률의 기초 통계량

구분

한국 미국

평균
표준

편차
최대값 최소값 평균

표준

편차
최대값 최소값

a25 0.0102 0.0040 0.0167 0.0037 0.0021 0.0007 0.0040 0.0013

a30 0.0125 0.0044 0.0194 0.0049 0.0024 0.0008 0.0047 0.0014

a35 0.0179 0.0053 0.0247 0.0076 0.0033 0.0011 0.0066 0.0019

a40 0.0286 0.0086 0.0393 0.0128 0.0047 0.0015 0.0086 0.0029

a45 0.0436 0.0129 0.0607 0.0209 0.0072 0.0021 0.0118 0.0044

a50 0.0635 0.0195 0.0918 0.0311 0.0111 0.0031 0.0167 0.0063

a55 0.0927 0.0293 0.1414 0.0441 0.0166 0.0041 0.0227 0.0092

a60 0.1364 0.0402 0.1958 0.0682 0.0250 0.0054 0.0326 0.0141

a65 0.2002 0.0537 0.2760 0.1083 0.0365 0.0073 0.0482 0.0213

a70 0.2847 0.0593 0.3505 0.1714 0.0541 0.0099 0.0703 0.0327

a75 0.4126 0.0780 0.5030 0.2740 0.0804 0.0143 0.1070 0.0517

a80 0.1209 0.0191 0.1568 0.0820

a85 0.1809 0.0255 0.2321 0.1277

a90 　 　 　 　 0.2567 0.0248 0.3092 0.1809

a95 0.3353 0.0224 0.3784 0.2766

연도 연도

연령 연령

[그림 1] 한국(좌)과 미국(우) 사망률 추이
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4.2 사망률 모형 추정결과

횡단면 시계열자료 전체에 대한 실증분석은 Gompertz함수를 포함하고 요인을 각각 1개와 2개를 고

려한 모형과 Vasicek 요인만 2개를 고려한 모형을 추정하여 그 결과를 비교하였다. 여기서 요인을 결정

하기 위한 기준 사망률은 1요인의 경우 45세군을 사용하였고, 2요인의 경우 추가요인을 한국의 경우

650세군 그리고 미국의 경우 85세군을 사용하였다. 실제 자료가 군별로 존재하기 때문에 실제 생존함수

는 각 군의 연령에 대하여 해당군의 대표 사망률을 동일하게 적용하여 생성하였고 각 연령군의 생존만

기는 해당군에 속한 최고 연령의 사망만기, 즉 30세군의 경우 35로 간주하였다.

[표 2]와 [표 3]의 추정결과는 Vasicek 모형만을 고려한 경우보다 Gompertz 함수를 포함시킨 모형이

추정성과가 우월한 것으로 나타났다. 그리고 2요인 추정결과에서 나타나는 특이한 사실은 두 요인들이

평균회귀속도()가 매우 작아서 결과적으로 요인 동학이 음의 표류항(drift)을 갖는 무작위보행(random

walk) 과정과 유사한 형태로 나타난 점이다. 이 점을 보다 자세히 보기 위하여 요인들을 추출한 결과를

[그림 2]에 제시하였다. 30세군 사망률을 이용하여 추출한 1요인의 경우 사망률이 시간에 따라 점차적으

로 하락하는 추세만을 나타내고 있다. 30세군과 50세군 사망률을 이용하여 추출한 2요인의 경우는 첫

번째와 두 번째 요인이 각각 두 연령대의 사망률 상승 및 하락 추세를 나타내고 있는데 결과적으로 하

락효과가 상대적으로 크게 나타나는 것으로 볼 수 있다. 기술적으로 사망률과 요인은 다음과 같은 관계

를 갖는다.

  
  

 

   ∝  

우변항의 를 45세군과 65세군에 대해서 계산한 결과는 다음과 같은데 식에서 50와 70은 각각 45세

군과 65세군에 속한 최고연령인 49세와 69세의 사망만기를 의미한다.

 



 


   

   




 


 

 

이 경우 첫 번째 요인()과 두 번째 요인()은 각각 과  벡터방향으로 움직이며 그 상관관계

∥∥∥∥
⋅ 는 0.9993으로 나타나므로 두 요인은 거의 유사하게 움직임을 알 수 있다. 이제 위

식을 요인에 대하여 정리하면 다음과 같다.




 





∝




 


    

    
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 의 행렬식(determinant)이 123.69이므로  의 부호는 위 식에 의해서 결정된다. 50세군 사망률에 대

한 30세군 사망률의 비중이 1987년 21.5%를 정점으로 지속적으로 감소하고 있는데 이것은 사망률이 전

연령에 걸쳐 하락하며 동시에 기울기가 감소하고 있음 또는 상대적으로 높은 연령대에서 사망률의 개선

효과가 크게 나타나는 것을 의미한다. 따라서 30세군과 50세군의 누적 사망확률값의 비율
 이

 

 
에 비하여 작으므로 첫 번째 요인은 음수로 증가하는 추세를 나타내고 두 번째 요인은 양수로

감소하는 추세를 나타낸다. 30세군 사망률을 이용하여 추출한 1요인의 경우 사망률이 시간에 따라 점차

적으로 하락하는 추세만을 나타내고 있으며, 30세와 50세군 사망률을 이용하여 추출한 2요인의 경우는

각각 상승과 하락추세를 나타내는 것을 살펴볼 수 있다. 일반적으로 주성분분석을 적용하거나 또는 이

자율 기간구조 모형중의 하나인 Nelson&Siegel(1987) 모형과 같이 시계열의 형태적 특성을 고려하는 특

정함수를 적용한 경우 각 요인들이 전반적인 시계열의 수준이나 기울기(보다 정확히 장단기 스프레드)

등의 움직임을 나타내는 것으로 해석할 수 있지만, 본 논문에서와 같은 선형모형의 경우 요인들이 1차

연립방정식으로 표현되기 때문에 개별 요인 고유의 성격을 특징짓는 것이 쉽지 않은 단점이 있다.

[표 2] 한국 사망률 추정결과(전체 시계열 대상)

변수
Gompertz+1요인 Gompertz+2요인 2요인

추정치 표준오차 추정치 표준오차 추정치 표준오차





































log
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변수
Gompertz+1요인 Gompertz+2요인 2요인

추정치 표준오차 추정치 표준오차 추정치 표준오차













































log

[표 3] 미국 사망률 추정결과(전체 시계열 대상)

Gompertz+1요인
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[그림 2] 한국(좌)과 미국(우)의 요인 추출 결과(계속)
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[그림 2] 한국(좌)과 미국(우)의 요인 추출 결과

4.3 모형의 예측성과 비교

기존연구에서 연속시간으로 횡단면 및 시계열 사망률 자료를 동시에 추정한 모형이 없었으므로 본

논문에서는 기존에 발표된 이산시간 모형중 Cairns, Blake&Dowd(2006)(이하 CBD)와 Lee-Carter

(1992)(이하 LC) 모형을 선택하여 미국 남성 사망률을 추정한 결과를 비교하여 설명한다. 우선 첫 번째

로 CBD모형은 특정 연령(예를 들어 60세) 이상의 횡단면 및 시계열 사망률 자료를 설명하는 모형으로

서, 각 시점에서 횡단면 연령별 사망률은 로지스틱함수를 이용하고 로지스틱 함수의 추정계수를

ARIMA모형으로 설정하고 있다. 자세한 모형식은 다음과 같다.

  


    


   

, (9)

        (10)

여기서,       ′       ′ ∼ 

위 사망률 식에 대수변환을 취하고 정리하면 다음과 같이 선형함수형태가 도출된다.
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ln

     (9‘)

CBD모형의 추정은 2단계로 이루어지는데 먼저 1단계에서 각 연도별 횡단면 사망률 자료에 대하여 (9‘)

식을 추정하여 추정계수( ) 시계열을 도출하고, 2단계에서 이 계수 시계열로부터 와 를 추정한다.

본 연구에서는 60세군부터 95세군까지의 사망률을 추정하였으며 다음 [그림 3]은 1단계 계수 시계열 추

정결과를 나타낸다.

[그림 3] CBD 모형 로지스틱 함수의 계수 시계열 추이

2단계로 (10)식 추정결과는 다음과 같다.

       

 


 


,  



 


  

    
  

한편, 횡단면 사망률 추이는 영유아기에 높게 나타나는 특성이 있으므로 [그림 4]에서와 같이 전체

연령에 대한 로지스틱 변환 추이가 비선형으로 나타나게 된다. 그러므로 CBD 모형은 로지스틱 변환후

비선형성이 크지 않은 일부 연령대에서만 설명이 가능하다.
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[그림 4] 미국 사망률 로지스틱 변환 결과 : 1933년과 1955년

두 번째로 LC모형은 모든 연령별 그리고 시계열 사망률 자료를 대상으로 모형이 구축된다. 이 모형

은 전체 사망률 자료를 특이값 분해(Singular Value Decomposition : SVD)를 적용하여 보다 적은 모수

로 사망률의 횡단면 및 시계열 행태를 설명한다. 자세한 모형식은 다음과 같다.

log       (11)

∼  (12)

여기서, A x, B x
: x연령대 고유의 사망계수, K t

: 대수 사망률 추세 지수

위 모형의 추정도 2단계로 이루어지는데 먼저 ∑B x= 1 과 ∑Kt = 0 의 두 조건을 가정한 후, 대수

변환 시킨 사망률을 각 연령군에 대하여 시계열 평균을 구한 값을  로 고려하고 각 사망률에서 평균

을 차감한 값을 대상으로 특이값분해(Singular Value Decomposition)를 적용하여 각각 특이값과 특이벡

터를  와  로 결정하는데 여기서  는 와  를 고정시킨 후, 각 연도별 사망자수()와

연령별 인구수()를 고려하여 다음 식으로 다시 계산하게 된다.

  



       (13)

그리고 2단계에서  에 대하여 별도로 ARIMA모형을 적용하여 추정한다. 다음 표는 와  추정결

과를 나타낸다.
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[표 4] LC모형 와  추정결과

연령군 Ax Bx 연령군 Ax Bx

a0 -3.8115 0.1136 a50 -4.5449 0.0465 

a1 -6.8832 0.1209 a55 -4.1318 0.0412 

a5 -7.6306 0.1086 a60 -3.7170 0.0358 

a10 -7.5567 0.0870 a65 -3.3324 0.0325 

a15 -6.5563 0.0386 a70 -2.9358 0.0301 

a20 -6.2089 0.0403 a75 -2.5379 0.0292 

a25 -6.2187 0.0422 a80 -2.1262 0.0259 

a30 -6.0728 0.0432 a85 -1.7198 0.0227 

a35 -5.7772 0.0459 a90 -1.3647 0.0143 

a40 -5.4013 0.0466 a95 -1.0951 -0.0044 

a45 -4.9806 0.0465 　 　 　

[그림 5]는 추정된  추이를 나타낸다.

[그림 5] LC모형 사망률 추세지수( ) 추이

사망률 추세를 모형으로 설명할 경우 두가지 주의할 점이 존재한다. [그림 6]은 미국과 한국의 대수

변환 사망률의 연도별 평균의 추이와 선형추세선을 표시한 결과이다. 미국의 사망률 추세는 선형추세선

을 중심으로 교차점이 여러번 나타나고 있지만, 한국의 사망률 추세는 선형추세선과의 교차점이 단 2번

으로 지수적으로 감소하는 형태를 나타내고 있다. 이 그림에서 유추할 수 있는 첫 번째 주의점은 추세

를 선형으로 나타낼 경우 대수변환된 사망률의 궁극적 예측(eventual forecasts)이 음의 무한대로 발산,

즉 사망률이 0으로 수렴하므로 생명이 무한하다는 의미를 갖게 되는 점이다. 현실적으로 사망률 예측이

미래 30년을 넘어서는 경우가 거의 없다 하더라도 선형추세를 통하여 예측할 경우 예측치의 적정성에

대한 판단이 필요하다. 두 번째 주의점은 한국의 사망률 추세가 지수적으로 감소하는(또는 아래로 오목

한) 형태를 나타내는 것에 대한 처리문제이다. 지수적 감소추세는 지속될 수 없는 것이므로 이 문제는
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시계열 자료수가 충분하지 못한 것에 기인한 것으로 볼 수 있다. 본 논문에서 채택한 Vasicek 모형은

수렴하는 성질을 지니고 있는데 특히 사망률 시계열의 경우 추정치가 아래로 볼록한 형태로 하락하면서

수렴하게 된다. 이와 같은 전형적인 유한표본편의(finite sample bias) 문제로 인하여 한국의 사망률에

대한 추정결과는 선형추세를 갖는 다른 2개 모형에 비하여 본 논문이 제시하는 모형(이후 Affine 모형)

의 오차가 크게 나타난다. 이와같은 지수적으로 감소하는 추세 문제는 한국의 남성 뿐만 아니라 여성

사망률 시계열에서 동일하게 나타나는 현상이다. 이와 관련하여 Eom&Kim(2009)은 연도별 사망률 추세

부분을 이산형 로지스틱 쇠퇴(discrete-time logistic decay) 모형을 적용하여 추정 및 예측 성과를 개선

한 결과를 제시하고 있으므로 이 논문에서는 다루지 않기로 한다. 향후 자료가 충분히 쌓인 경우 Affine

모형을 사용하는 것이 가능하지만, 자료가 부족하더라도 사망률에 연동된 수명채권의 가치평가를 위해

서는 이 모형을 사용하는 것이 의미가 있을 것으로 기대된다.

[그림 6] 한국과 미국 사망률 시계열 추이

이후의 적합도 및 예측성과는 미국의 경우로 한정하여 분석한 결과를 비교한다. [그림 7]은 1933년부

터 1960년까지 매년초 60세 남성의 해당시점 이후 100세까지의 생존함수를 3개 모형으로 추정한 오차의

제곱합을 표시한 결과이다. 이와 같은 방식으로 추정성과를 비교하는 이유는 3개 모형의 성격이 다소

차이가 있기 때문이다. 사망률 추정모형은 사망률의 횡단면 및 시계열 추이에서 나타나는 특징적 현상

을 설명하는 것이 중요하다. 3개 모형중 Affine 모형과 LC모형은 횡단면 연령별 사망률 추이 및 연도별

사망률 추세를 동시에 고려하므로 추정오차에 횡단면 제약과 시계열 제약이 반영된 반면, CBD모형은 1

단계 추정에서 각 연도마다 횡단면 연령별 사망률 추이를 하나의 모형으로 추정하기 때문에 추정오차가

횡단면 제약만을 반영하게 된다. 따라서 CBD 모형의 오차는 시계열 제약이 반영되지 않기 때문에 다른

2개 모형의 오차에 비하여 개념적으로 작게 나타날 가능성이 있다. 모형의 적합력 비교시 이와같은 차

이점을 인식한 상태에서 그 의미를 분석할 필요가 있다.
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[그림 7] 추정모형의 오차제곱합 비교

미국 남성의 사망률은 1933년이후로 약 10여년간 전반적인 사망률 수준이 등락을 반복하면서 3개 모

형의 적합력이 상대적으로 낮게 나타나고 있지만 그 이후로는 안정적으로 하락하는 추이를 나타내기 때

문에 Affine 모형과 CBD 모형의 적합오차가 작게 나타나고 있다. 특히 1946년 이후로는 Affine 모형의

오차가 비교모형중 가장 작게 나타나고 있다. 여기서 LC 모형은 1944년까지 오차가 감소하다가 그 이후

로 증가하는 형태를 나타내고 있는데 이 것은 각 시점에서 연령별 사망률 추이의 기울기(그리고 곡률)

이 변동하기 때문인 것으로 판단된다. 즉, LC 모형은 SVD의 특성상 각 연령별 민감도( )가 고정되어

있지만 Affine 모형은 2개의 추세지수를 이용하고 CBD 모형은 직접 회귀계수를 변동시키므로써 이러한

사망률 시계열의 특징적 현상에 대한 설명이 가능한 것이다.

다음 [그림 8]은 각각 1933년, 1943년 그리고 1953년 60세 cohort의 추정 생존확률과 실제생존확률

추이를 나타낸다. 왼쪽 그림은 60세 기준으로 105세까지의 생존확률을 나타낸 것이고, 오른쪽 그림은 차

이를 보다 자세히 보기 위하여 바로 위 그림에서 70세부터 80세 구간의 생존확률을 별도로 표시한 결과

이다.
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[그림 8] 모형별 생존함수 추정값 비교
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모형의 예측성과 비교를 위하여 60세 남성의 미래 25년동안, 즉 85세까지의 연별 생존확률을 예측하

였다. 다음의 [그림 9]는 3개모형으로 예측한 생존확률과 2004년 횡단면 실제 사망률로 계산한 생존확률

을 나타낸다. 그림에서 2004년 실제 사망률에 의한 생존확률에 비하여 모형에 의한 생존확률이 전체적

으로 높은 것은 3개 모형이 시계열 추세를 반영하므로써 시간경과에 따라 사망률 개선효과가 나타나는

것으로 볼 수 있다. 특히 모형간 사망률 개선효과의 경우 Affine 모형이 상대적으로 빠르게 나타나는 반

면 CBD 모형과 LC 모형은 다소 천천히 나타나는 점이다. CBD 모형과 LC 모형의 추세는 음(-)의 표류

항(drift)을 갖는 무작위보행(random walk) 과정으로 표시되므로 추정기간의 평균적인 하락추세를 반영

하여 특정구간의 개선효과가 상대적으로 과소 또는 과대평가될 개연성이 존재하며 궁극적으로 사망률

예측치가 0으로 수렴(즉, 이 경우 생존확률은 0보다 큰 값으로 수렴)하게 된다. 반면에 Affine 모형의 경

우 추세부분이 AR(1) 과정으로 표시되므로 단기적으로 (감소) 추세가 반영되지만 충분한 시간이 흐른후

사망률이 특정 확률로 수렴하게 되므로 생존확률이 0으로 수렴하게 된다. 이부분은 그림에서 생존확률

의 상대적 개선효과가 84세 이후 역전되는 것으로 나타난다.
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[그림 9] 모형별 생존함수 예측값 비교

4.4 수명채권 가격결정 사례

여기서는 2004년 유럽투자은행(European Investment Bank : EIB)과 BNP Paribas 수명채권과 같이

매년도마다 특정연령의 생존률만큼 이자를 지급하는 형태의 수명채권에 대한 가치평가 결과를 제시한

다. EIB/BNP 수명채권은 2002년말 영국의 잉글랜드와 웨일즈 지역 65세 남성전체를 모집단으로 하여

미래 25년간 이 집단의 생존률에 5천만 파운드를 곱한 값을 지급하는 조건으로 발행되었다. 이 채권의

가격은 ￡540M이었으며, 이자지급은 2004년말부터 시작되었는데 자세한 이자지급 공식은 다음과 같다.
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2004년 : ×￡50M

2005년 : ×￡50M

⋮

2028년 : ×￡50M

다음의 [표 5]는 예측된 생존확률을 이용하여 60세 남성의 생존확률에 따라 원리금을 지급하는 수명

채권(Longevity bond)의 가격을 계산한 결과로써, 각 연령 생존확률에 대한 할인율은 3%, 5% 그리고

2005년 1월 3일 달러화 스왑 기간구조를 이용하였다.4) 이와 같은 방식으로 수명채권 뿐만 아니라 수명

스왑(Longevity swap)에서 변동부(floating leg) 현금흐름을 설계하는 것이 가능하다. 어느 기간구조를

이용하든지에 상관없이 Affine 모형에 의한 채권가격이 가장 높게 나타남을 알 수 있다.

[표 5] 모형별 수명채권 가격비교

　 ORG Affine CBD LC

3% Flat

5% Flat

2005-01-03

기존 모형에서 사망률 추세에 대한 설명을 위해 표류항이 있는 무작위보행과정을 적용한 것은 사망

률이 0으로 수렴하는 한계가 있지만, Affine 모형에서와 같이 0이 아닌 특정 사망률로 수렴하는 것은 상

식적으로 의미가 있을 수 있다. 사망률 하한 예측치의 정확성 여부는 이 논문의 범위를 벗어나는 것으

로 차후에 자료가 충분히 쌓일 경우 실증분석의 영역에서 해석이 가능할 것으로 기대된다.

4) 이자율과 사망률은 독립으로 가정하였다.
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5. 결론

이 논문은 재무분야의 이자율 기간구조 모형중 Vasicek 모형과 전통적인 보험수리분야의 Gompertz

모형을 결합하여 사망률 자료를 추정하고 예측하는 모형을 제시하였다. 제시한 모형은 다음 3가지 측면

에서 의미가 있을 것으로 기대된다. 우선 첫 번째로 이 논문은 연속시간 이자율 기간구조 모형을 사망

률 적합에 사용한 연구중에서 최초로 횡단면 및 시계열 자료 전체를 추정한 결과를 제시하고 있다는 점

이다. 전체 사망률에 대한 설명이 가능한 이유는 순간 사망률을 시간 뿐만 아니라 연령의 함수로 표현

하므로써 모형의 설명력을 증진시킨 것에 기인하는 것으로 볼 수 있다. 두 번째는 기존 논문들이 이자

율 기간구조 모형만을 이용한 것은 한계가 있으므로 본 논문에서와 같이 횡단면 추이를 설명하는 함수

를 포함시키는 것이 필수적이란 사실을 보인 점이다. 대부분의 연속시간 이자율 기간구조 모형은 횡단

면 추이에서 곡률이 사망률의 추이와 부호가 반대로 나타나는 경향이 있다. 따라서 연령에 따라 사망률

이 지수적으로 증가하는 추이를 나타내는 함수를 고려하고 평균역전현상을 갖고 안정적으로 수렴하는

모형을 사용하는 것이 설명력 증진에 보다 중요한 요소임을 보인 것이 의미가 있을 것으로 기대된다.

마지막으로 세 번째는 개념적인 문제로서 사망률의 추세를 Vasicek 모형으로 설명하므로써 사망률이 0

보다 큰 어떤 작은 값으로 수렴하게 된다는 사실이다. 물론 사망률 하한의 의미는 본문에서 언급한 바

와 같이 추후에 자료가 더 쌓일 경우 보다 다양한 해석이 가능할 것으로 기대된다. 본 논문의 한계점으

로는 사망률 횡단면 및 시계열 추이 적합을 위하여 이미 알려진 모형 위주로 결합하고 있다는 점이다.

추후에 사망률의 특징적 현상을 반영하는 보다 적합한 확산과정에 대한 모색이 여전히 필요하며 제시한

모형의 성과가 모형 설명력의 우열을 판단하는 근거가 되기를 기대해 본다.
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