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초  록

  금융 시장이 발전함에 따라 기초자산의 개수가 여러 개로 늘어나고 상품 구조가 매우 복
잡해지는 경향을 보이고 있다. 이러한 여건 하에서는 상품을 평가하는 공식을 유도하기가 
대단히 힘들기 때문에, 상품을 평가할 때 일반적으로 PDE나 몬테카를로 시뮬레이션 등의 
계산과학적인 방법을 사용한다. 이 중 PDE를 푸는 방법은 빠르고 안정적으로 그릭스를 구
할 수 있는 장점이 있어 인기가 있지만, 기초자산의 개수가 늘어남에 따라 계산 비용이 기
하급수적으로 늘어나는 단점 또한 나타난다. 그동안 블랙-숄즈 모델을 사용한 multi-asset 
옵션을 평가할 때 계산 비용을 줄일 수 있는 여러 연구들이 진행되어왔다. 하지만 단순하게 
확장된 확률변동성 모델을 사용하게 되면, multi-asset 옵션 평가를 위해 기초자산 개수의 
2배가 넘는 차원의 PDE를 풀어야 하는 어려움에 직면하게 된다. 시장에서 나타나는 다양한 
변동성 스큐를 반영하기 위해 확률변동성 모델을 사용하고 있다면 이는 반드시 해결해야하
는 문제이다.

  Fouque(2010)의 방법론은 단순하게 확장된 확률변동성 모델에서 나온 PDE를 확률변동
성에 의존하지 않는 여러 PDE로 나눠준다는 점에서 우리가 처한 문제를 해결하는 데 큰 
도움이 된다. 이 방법론을 적용하면, 확률변동성 모델을 사용할지라도 여전히 블랙-숄즈 모
델과 동등한 차원의 PDE를 풀 수 있게 된다. 하지만 Fouque가 잡은 모델은 확률변동성 
간의 완벽한 상관관계가 가정되어있고, 표현할 수 있는 변동성 스큐가 한정적이라는 몇 가
지 아쉬운 점을 가지고 있다. 우리는 기초자산 별로 확률변동성을 두거나 Fouque(2003)가 
한 것처럼 천천히 회귀하는 변동성을 추가하는 방식으로 Fouque의 방법론을 확장하는 데 
중점을 두었다. 이에 대한 수치 실험 결과 우리가 제시한 모델은 Fouque의 방법론이 가지
고 있는 한계를 극복하고, 다양한 변동성 스큐를 반영하며 multi-asset 옵션 평가에서도 더 
좋은 성과를 발휘함을 확인할 수 있었다.
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1. 서론

투자자의 욕구가 다양화됨에 따라 금융상품 또한 상품 구조가 복잡해지고 기초자산의 개수가 늘어나는 
경향을 보이고 있다. 예를 들어 최근 들어 유행하는 구조화 상품은, 채권의 수익률을 높이기 위해 상품의 
일정 부분을 파생상품의 성격을 띠게 만든 것인데, 상품 구조가 복잡하고 기초자산이 여러 개인 경우가 
대부분이다. 이로 인해 금융상품의 평가 공식을 유도해내기가 점점 힘들어지면서, 편미분방정식(Partial 
differential equation, 이하 PDE)에 기초한 방법(유한차분법(이하 FDM), 유한요소법(이하 FEM) 등), 
트리, 몬테카를로 시뮬레이션 등 계산과학적인 방법으로 상품을 평가하는 방식이 일반화되어가고 있다. 
기초자산의 개수가 적을 때는 보통 PDE를 푸는 방법이 선호된다. 이 방법은 다른 방법들에 비해 훨씬 
빠르고 안정적으로 그릭스를 얻을 수 있다는 장점을 가지고 있다. 하지만 기초자산의 개수가 많아지면, 이 
방법은 계산 비용이 기하급수적으로 커지게 되는 단점을 갖게 된다. 한 예로 FDM으로 PDE를 푸는 경우, 
파티션의 개수가 m일 때 필요한 계산의 복잡도는 기초자산이 1개일 때 O(m)이지만 기초자산이 2개일 
때는 O(m3)이다. 이를 매우 단순화해서 말하면, 기초자산이 1개일 때 FDM으로 PDE를 푸는데 10초가 
걸리는 경우 기초자산이 2개일 때는 1000초가 걸리게 된다는 것을 뜻한다. 기초자산의 개수가 많을 때 
몬테카를로 시뮬레이션이 대안이 될 수 있지만, 이 방법은 매우 느리고 불안정하게 그릭스를 도출하기 
때문에 우수한 대안이라고 말하기 힘들다. 오히려 모델의 변형이나 알고리즘 최적화를 통해 PDE를 푸는데 
필요한 계산 비용을 줄이는 것이 현실적인 해법이다.

앞서 말했듯이, 차원이 커질수록 계산에 필요한 비용이 기하급수적으로 증가하기 때문에, 기초자산의 
개수가 많은 상품, 즉 multi-asset 옵션은 PDE를 수치적으로 푸는 방법으로 평가하기가 매우 힘들다.  
이런 현상은 관습적으로 ‘차원의 저주(curse of dimensionality)’라고 불리는데 금융공학 분야에서 이 
문제를 해결하기 위한 노력은 꾸준히 이어져왔다. Lötstedt(2007)과 Persson(2007)은 블랙-숄즈 PDE를 
FDM으로 풀면서 adaptive method를 적용하였고, Heinecke(2012)는 블랙-숄즈 PDE를 sparse grid 
위에서 FEM으로 풀면서 병렬 컴퓨팅을 적용하는 방식으로 계산에 필요한 비용을 절감시켰다. 또한 
발전하는 하드웨어를 금융공학 분야에 이용하는 연구들도 점차 늘어나는 추세이다. Gaikwad(2009)는 
Hierarchical 근사와 preconditioned Krylov subspace based methods를 이용하여, PDE를 풀 때 
scalability를 보장한 후, GPGPU로 병렬 컴퓨팅을 적용하여 계산 속도를 극적으로 향상시켰다.

  언급한 연구들이 PDE에 기반을 둔 multi-asset 옵션 평가에 계산과학적인 측면에서 중요한 성과를 이
룩한 것은 분명하지만, 다루는 시장 모델이 대부분 블랙-숄즈 모델로 한정되었다는 한계를 가지고 있다. 
하지만 많은 경험적 연구에서 알려진 것처럼, 실제로 시장은 상수 변동성을 갖지 않아 implied volatility 
skew 혹은 smile 같은 현상이 관측된다. 이런 현상을 반영하는 모델들 중 가장 널리 알려진 부류가 
Heston(1993) 모델 같은 확률변동성 모델이다. 기존의 확률변동성 모델은 single-asset 옵션을 평가하기 
위해 만들어진 것인데, 이를 multi-asset 옵션 평가 모델로 확장하려는 연구는 최근 들어 활발히 진행되
고 있다. Dimitroff(2011)은 Heston 모델을 multivariate 모델로 확장하였고, Muhle-Karbe(2012)은 확률
변동성 과정이 OU process일 때의 multivariate 모델을 연구한 바 있다. 이러한 모델에 Feynman-Kac 
정리를 적절히 적용하면, 블랙-숄즈 PDE보다 차원이 2배 높은 PDE가 나오게 된다. 이는 금융상품의 가격
이 기초자산 뿐만 아니라 확률변동성에도 의존하기 때문이다. 하지만 3차원을 넘어선 PDE는 수치적으로 
풀기가 매우 힘들다. 이처럼 PDE를 이용하여 multi-asset 옵션을 평가할 때, ‘curse of dimensionality’
는 블랙-숄즈 모델보다 확률변동성 모델에서 더욱 심각한 문제로 나타난다.

  우리는 Fouque(2012)의 결과를 이 문제의 해결책으로 제시하고자 한다. 이 결과를 이용하면 변동성 스
큐를 반영하면서도 풀어야 하는 PDE의 차원을 기초자산의 개수와 동일하게 두는 것이 가능하다. Fouque
는 이 모델에서 변동성이 빠르게 회귀한다는 가정을 하고, Feynman-Kac 정리로 얻어진 PDE에 
asymptotic method를 적용하였다. 그러면 풀어야 하는 PDE가 2개로 나눠지는데, 이 PDE의 해는 확률변
동성에 의존하지 않게 된다. Fouque의 방법론은 우리가 처한 문제를 푸는데 획기적으로 도움이 되지만, 
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모델 세팅 면에서 몇 가지의 문제점 혹은 아쉬운 점을 가지고 있다. 우선 자산의 개수가 여러 개인데 비해 
확률변동성 과정의 개수는 한 개로 한정되어 있다. 이는 각 자산의 변동성이 서로 완벽히 상관되어 있다고 
가정한 것과 동등한데 이와 상반되는 관측 결과는 수없이 많다. 또한 Fouque의 방법론으로 반영할 수 있
는 변동성 스큐의 모양이 비교적 한정적이다. 좀 더 자세히 말하면 Fouque의 방법론은 짧은 만기에서 강
하게 나타났다가 긴 만기에서 급격히 사라지는 변동성 스큐만을 표현할 수 있다. 따라서 본 논문에서는 각 
자산마다 확률변동성 과정을 따로 두는 방법을 통해 확률변동성 간의 합리적인 상관성을 가정할 것이다. 
그리고 느리게 회귀하는 변동성을 추가적으로 고려함으로써 반영할 수 있는 변동성 스큐 모양을 크게 확
장할 것이다. 각 접근법이 가지는 의미를 충분히 짚고 넘어갈 수 있도록, 한번에 확장하기 보다는 단계적
으로 나눠서 진행할 것이다. 또한 마지막으로 이러한 접근이 Fouque의 방법론보다 얼마나 나은 성과를 
보이는지를 수치 실험을 통해 구체적으로 보일 것이다.

2. 문헌 연구

  우리 논문의 출발점이 되는 Fouque(2012) 논문의 결과물을 간단히 살펴보자. 그 이전에 Fouque 논문
이 확률변동성 모델을 단순하게 확장한 논문들과 어떤 차이점이 있는지를 알아보기 위해 Dimitroff (2011)
이 잡은 모델을 보도록 하자. 다음은 기초자산이 2개인 경우에 Dimitroff이 확장한 Heston 모델이다.
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이 모델에 Feynman-Kac 정리를 적용하면, 다음처럼 2차원 PDE가 나오게 된다. (Dimitroff 모델을 
포함한) 확률변동성 모델에서 금융상품의 가격이 기초자산 뿐만 아니라 확률변동성에도 의존하기 
때문이다.

 










 














만약 기초자산의 개수가 3개라면 6차원 PDE가 나오게 되어 훨씬 더 풀기 힘든 문제가 될 것이다.

  아래는 Fouque(2012)가 잡은 모델이다.
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이 모델은 기초자산의 개수는 2개인데 비해 확률변동성을 이끄는 확률과정은 1개이다. 이러한 설정은 이
론 전개 후 최종적으로 남는 모수의 개수를 크게 줄여주는 역할을 하게 된다. Fouque는 여기서 가  크
다는 가정을 하고, Feynman-Kac 정리로 얻어진 PDE에 asymptotic method를 적용하였다. 그 결과 모

델의 모수를 10개


에서 5개


로 대폭 줄였고, 를 와 

의 합으로 근사할 수 있었다. 여기서 ,이 만족하는 PDE는 아래와 같은 2개의 1D PDE이다.
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  , 이 확률변동성에 의존하지 않아서 블랙-숄즈 PDE와 차원이 동일한 것에 주목하길 바란다. 또한 
Fouque의 방법론은 바닐라옵션 데이터에 나타나는 변동성 스큐를 반영하는 것을 가능하게 만든다. 이 효
과는 함수로 표현될 수 있다. 이 모델에서 내재변동성 를 행사가 와 만기 에 대한 함수로 나타내면,
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여기서  
log , 

  









 ,  

        
log , 

  









 ,  

이 내재변동성 함수 는 그림[1]과 같이 만기가 길어지면서 급속히 사라지는 변동성 스큐를 나타낸다. 지
금까지 말한 대로, Fouque의 방법론은 변동성 스큐를 반영하면서도, 단순하게 multi-asset 옵션으로 확
장된 확률변동성 모델보다 모수가 훨씬 적고, 풀어야 하는 PDE의 차원도 절반이라는 장점을 가진다. 하지
만 표현 가능한 변동성 스큐의 종류가 한정적이고, 모수의 개수를 줄이기 위해 확률변동성 과정을 하나로 
두어 각 자산의 변동성끼리 완벽히 상관되는 문제점을 가지고 있다.

3. 다양한 확장 모델

  이 섹션에서는 Fouque(2012) 방법론의 약점을 극복하기 위해 여러 가지 방식들을 적용해 보도록 하자. 
우선 자산의 변동성끼리 완벽히 상관관계를 갖는 현상을 해결하기 위해 확률변동성 과정을 자산마다 하나
씩 놓을 수 있다. 또한 반영 가능한 변동성 스큐의 종류를 늘리기 위해, Fouque(2003)가 한 것처럼 빠르

그림[1] 만기가 짧을 때 강하게 나타나는 변동성 스큐
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게 회귀하는 변동성 이외에 느리게 회귀하는 변동성을 추가할 수도 있다. 물론 이 2가지 방법을 한꺼번에 
적용하는 것도 가능할 것이다. 하지만 모델 확장을 하면 피팅 능력이 개선되기는 하지만 모수가 늘어나는 
부작용 도 발생하게 된다. 따라서 2가지 방법이 따로 적용된 모델들을 제시한 후, 2가지 방법이 함께 고려
된 모델을 제안할 것 이다. 디테일한 몇 가지 사항을 제외하면 모델마다 사용하는 기법이 비슷하기 때문
에, 부록에서 가장 일반적인 모델에 대해서만 확장 방식을 구체적으로 설명하도록 하겠다.

(1) 자산 별로 빠르게 회귀하는 변동성을 갖는 경우 (
,

)
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  Fouque(2012)가 잡은 모델에서 변동성끼리 완벽히 상관되어서 생기는 문제는 자산 별로 확률변동성 과

정을 따로 놓는 방식으로 해결될 수 있다. 이 모델에서 
 , 

가 크다는 가정을 하고, Feynman-Kac 정
리로 얻어진 PDE에 asymptotic method를 적용한다. 그러면 모델의 모수를 7개







 로 정리하고, 상품의 가격 를 으로 근사할 수 있다. 여기서 

, , 이 만족하는 PDE는 아래와 같은 3개의 1D PDE이다.

  

     








 

     








 

  Fouque의 방법론과 비교해서 
, 

라는 모수가 추가된 것에 주목하자. Fouque의 방법론은 
, 


이 


, 


으로 한정된 것으로 볼 수 있다. 새로 추가된 모수 

, 
는 변동성 스큐 

반영  효과를 향상시키는데 영향을 주진 않지만, 두 자산 간의 상관계수 가 상품의 가격에 미치는 영향
을 조절하는 데 영향을 미친다. 이는 Fouque의 방법론이 이 모델보다 상관성을 유연하게 반영하지 못 한
다는 것을 의미한다. 따라서 지금의 방법론이 Fouque 방법론과 변동성 스큐를 반영하는 능력이 동일하더
라도, 더 유연한 상관계수 반영으로 인해 multi-asset 옵션 평가 능력이 더 좋을 가능성이 높다.

(2) 빠르게 회귀하는 하나의 변동성 외에, 자산 별로 느리게 회귀하는 변동성이 추가된 경우 (,
,

)

  Fouque(2003)는 바닐라 옵션을 평가할 때 빠르게 회귀하는 변동성 외에 느리게 회귀하는 변동성을 따
로 고려함으로써 표현 가능한 변동성 스큐의 종류를 크게 늘리는데 기여하였다. Multi-asset 옵션을 평가
할 때도 이 아이디어는 여전히 유효하다. 다만 Fouque(2012)처럼 빠르게 회귀하는 변동성을 하나로만 잡
아도 변동성 스큐를 반영하는 데는 차이가 없다. 하지만 느리게 회귀하는 변동성을 하나로 두게 되면 자산
이 다른 옵션끼리 공유하는 모수가 발생하는 문제가 생긴다. 아래는 느리게 회귀하는 변동성을 하나만 놓
았을 때의 내재변동성 함수를 나타낸 것이다.

≈


 
 

, ≈
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,  

과 가 모수 를 공유하고 있는 것을 눈여겨 봐야한다. 모수 는 시간 축을 따라 변동성 스큐를 기

울이는 역할을 담당한다. 공통의 모수 를 가지고서는 두 자산의 변동성 스큐를 시간 축에 대해 각각 알
맞게 기울이기가 힘들다. 이는 기대했던 변동성 스큐 반영 효과를 감소시키는 결과로 이어지고, 따라서 변
동성 스큐 반영 효과를 극대화하기 위해서는 느리게 회귀하는 변동성을 자산마다 두어야 한다. 또한 지금 
모델에서 빠르게 회귀하는 변동성이 하나이기 때문에 Fouque(2012)가 모수를 감소시키기 위해 사용했던 
기법을 사용하는 것이 가능하다, 이를 위해서는 빠르게 회귀하는 변동성을 나타내는 와 느리게 회귀

하는 변동성을 나타내는 의 곱으로 모델의 변동성을 두어야 한다. 이러한 생각이 적용된 모델은,
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이 모델에서 가 크고 
, 

가 작다는 가정을 하고, Feynman-Kac 정리로 얻어진 PDE에 asymptotic 

method를 적용한다. 그러면 모델의 모수를 9개로 

정리하고, 상품의 가격 를 으로 근사할 수 있다. 여기서 , , 

, 는 아래와 같은 4개의 1D PDE를 만족하는 해이다.

 



 
  









 



   




 



   




 

  이 결과로부터 유도되는 내재변동성 를 행사가 와 만기 에 대한 함수로 적으면,
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,  
느리게 회귀하는 변동성을 추가한 결과, 그림[2]와 같은 만기가 짧을 때 강하게 나타나면서 만기가 길어져
도 어느 정도 사라지지 않고 남아있는 변동성 스큐를 표현 가능하게 되었다.

(3) 자산 별로 빠르게 회귀하는 변동성과 느리게 회귀하는 변동성을 모두 갖는 경우 (
,

,
,

)

  이제 이전의 2가지 방식이 모두 고려된 가장 일반적인 모델을 제시하도록 하겠다. 다시 말해, 자산 별로 
빠르게 회귀하는 확률변동성 과정과 느리게 회귀하는 확률변동성 과정이 모두 따로 잡혀있는 경우이다. 모
수가 급증하는 현상을 막으려면, 이 모델에서도 와 의 곱으로 모델의 변동성을 설정해야 한다. 
여기서는 Fouque의 기법을 한 번 더 이용하기 위해서 이런 방법을 쓰는 게 아니라, 이론 전개 과정 중 

나오는 가 , 에 의존하지 않게 만들려고 하는 것이다. 자세한 과정이 궁금하다면 부록을 참고하길 
바란다.










, 










그림[2] 만기가 짧을 때 강하게 나타나면서, 만기가 길어져도 사라지지 않는 변동성 스큐
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이 모델에서 
, 

가 크고 
, 

가 작다는 가정을 하고, Feynman-Kac 정리로 얻어진 PDE에 

asymptotic method를 적용한다. 그러면 모델의 모수를 11개













 로 정리하고, 상품의 가격 를 

으로 근사할 수 있다. 여기서 , , , , 이 만족하는 PDE는 아래
와 같은 5개의 1D PDE이다.

  

 

   







 

 

   







 

 

   




 

 

   




 

  이 모델이 반영할 수 있는 변동성 스큐는 두 번째 확장(,
,

)때와 완벽히 동일하다. 하지만 빠르게 

회귀하는 변동성을 자산마다 두었기 때문에, 첫 번째 확장(
,

)처럼 두 자산 간의 상관관계를 유연하게 
반영할 수 있다. 따라서 두 번째 확장보다 multi-asset 옵션 평가 능력이 개선된다.

(4) 자산 별로 느리게 회귀하는 변동성을 가지는 경우 (
,

)

  특수한 경우로 빠르게 회귀하는 변동성이 제거된 경우를 고려할 수 있다. 이렇게 하면 (3)의 경우보다 
유연성이 떨어지지만 모수의 개수를 줄일 수 있게 된다. 변동성 스큐의 모양을 볼 때 굳이 빠르게 회귀하
는 변동성을 고려할 필요가 없다고 생각된다면, 이 모델이 모수의 추정 오차를 줄일 수 있는 좋은 선택지
가 될 수 있다.
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이 모델에서 
, 

가 작다는 가정을 하고, Feynman-Kac 정리로 얻어진 PDE에 asymptotic method를 

적용한다. 그러면 모델의 모수를 7개





로 정리하고, 상품의 

가격 를 으로 근사할 수 있다. 여기서 , , 이 만족하는 PDE는 아래와 같은 
3개의 1D PDE이다.

 



   




 



   




 

  이 결과로부터 유도되는 내재변동성 를 행사가 와 만기 에 대한 함수로 적으면,

≈
 

, ≈
 



여기서  
log , 

  










,  

        
log , 

  










,  

그림[3] 만기 전체에 걸쳐 일정하게 나타나는 변동성 스큐
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느리게 회귀하는 변동성만 고려하면, 그림[3]과 같이 만기 전체에 걸쳐 일정하게 기울어진 변동성 스큐를 
표현 가능하다. 만약 시장에서 이러한 모양의 변동성 스큐가 관측이 될 때 빠르게 회귀하는 변동성까지 고
려했다면, 관련 있는 모수들은 거의 0의 값을 가지게 되었을 것이다. 이러한 모수들은 모델의 피팅 능력을 
거의 개선시키지 못 한 채 모수의 추정 오차만 늘리게 된다.

  물론 모든 자산의 변동성이 빠르게 회귀한다거나, 느리게 회귀한다거나하는 한 가지 경향성만을 보일 필
요는 없다. 첫 번째 자산의 변동성은 빠르게 회귀하면서 두 번째 자산의 변동성은 느리게 회귀할 수도 있
는 것이고, 첫 번째 자산의 변동성은 빠르게 회귀하는 변동성만 고려하지만 두 번째 자산은 빠르게 회귀하
는 변동성과 느리게 회귀하는 변동성만 넣어도 상관없을 것이다. 이러한 경우는 이 논문의 논지와 기법만 
이해한다면 누구나 할 수 있는 작업이라 생각되므로 생략하도록 한다.

4. 수치 실험

  Multi-asset 옵션은 장외파생상품으로 분류되기 때문에 시장 데이터를 구하기가 힘들다. 따라서 여기서
는 여러 모델을 이용하여 앞서 설명한 3가지 분류의 변동성 스큐가 나타나는 바닐라 옵션 가격 데이터를 
만든 후, 동등한 상황에서 추가적으로 multi-asset 옵션 가격 데이터를 만들어 실험을 이어나갈 것이다. 
우리가 만들려고 하는 변동성 스큐를 다시 한 번 정리하면 다음과 같다.

1) 그림[1]과 같은 만기가 짧을 때 강하게 나타나는 변동성 스큐
2) 그림[3]과 같은 만기 전체에 걸쳐 일정하게 나타나는 변동성 스큐
3) 그림[2]와 같은 만기가 짧을 때 강하게 나타나면서, 만기가 길어져도 사라지지 않는 변동성 스큐

  첫 번째, 두 번째 변동성 스큐는 아래와 같은 Heston 모델을 이용하여 만들 수 있다.

 


  







여기서 를 크게 두면 첫 번째 변동성 스큐가, 를 작게 두면 두 번째 변동성 스큐가 만들어진다.  세 번
째 변동성 스큐는 아래와 같은 double Heston 모델을 이용해 만들 수 있다.
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이 모델은 Heston 모델을 확장한 경우로 이 모델에 대한 구체적인 정보는 Gatheral(2008)을 참고하라. 

여기서 를 크게 두고 를 작게 잡으면 세 번째 변동성 스큐가 만들어진다.

첫 번째 기초자산 두 번째 기초자산

첫 번째 skew
  ,  ,   

 , 
  ,  ,   

 , 

두 번째 skew
  ,  ,   

 , 
  ,  ,   

 , 

세 번째 skew

( )

  ,   ,  ,

 ,  ,  ,

 ,  ,   

  ,   ,  ,

 ,  ,  ,

 ,  ,   
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위는 변동성 스큐를 만드는데 이용된 모델들의 구체적인 모수들이다. 자산 간의 상관계수 는 모든 상황

에서 로 두었다.

  시장 데이터를 만들었으면 데이터로부터 우리가 만든 모델의 모수를 추정해야 한다. 여기서 우리가 비교 
분석할 모델은 다음과 같은 6개의 모델들이다.

1) BS 모델 (블랙-숄즈 모델)
2) Y1 모델 () = Fouque 모델

3) Y2 모델 (
,

)

4) Z2 모델 (
,

)

5) Y1Z2 모델 (,
,

)

6) Y2Z2 모델 (
,

,
,

)

  각 모델의 모수는 estimation과 calibration을 혼합한 방식으로 얻어진다. 먼저 Fouque(2003)가 제시

한 방법을 이용해 바닐라 옵션 데이터에서 얻을 수 있는 모수들(, , , )을 estimation하고, 이후 
multi-asset 옵션 데이터로부터 나머지 모수들(, )을 calibration한다. 이와 같은 방식을 선택한 이유
는 바닐라 옵션의 유동성이 풍부하기 때문에 가능한 한 많은 모수를 이 데이터를 이용해서 추론하길 원해
서이다. 또한 이 때 사용되는 multi-asset 옵션은 rainbow 옵션의 일종인 max-put 옵션인데, 이 옵션은 
블랙-숄즈 모델에서의 평가 공식이 알려져 있기 때문에 수치 실험에 자주 이용된다. 앞에서 언급하지는 
않았지만, 유러피안 옵션의 평가 공식이 블랙-숄즈 모델에서 알려져 있다면, 우리가 제시한 모델들의 평가 
공식도 쉽게 유도될 수 있다. 그 결과 우리가 제시한 모든 모델에서 max-put 옵션의 평가 공식이 존재하
게 되어 용이하게 실험을 진행할 수 있게 된다. 이에 대한 자세한 설명은 부록을 참고하길 바란다. 다음은 
max-put 옵션의 payoff, 를 나타낸 것이다.

 max


일 때,  max

실제 시장에서는 multi-asset 옵션의 유동성이 때때로 떨어질 수도 있기 때문에 자산들 간의 상관관계와 
관련한 모수를 알아내기가 곤란한 경우가 생길 수 있다. 이는 지금 단계에서는 해결하기 힘든 문제로 이를 
해결하기 위한 후속 연구가 필요하다.

(1) 만기가 짧을 때 변동성 스큐가 강하게 나타나는 경우

  이와 같은 상황은 시장에 단기 충격이 발생할 때 종종 일어난다. 이 경우는 시장 참여자들이 어떤 충격
으로 인해 단기간의 하락 국면이 발생할 수는 있지만 장기간에 걸친 영향은 미미하다고 생각할 때 나타난
다. 따라서 만기가 짧은 옵션에 내재된 확률 분포는 정규분포보다 왼쪽으로 치우친 모양이 되지만, 만기가 
긴 옵션에 내재된 확률분포는 정규분포와 크게 다르지 않게 된다. 이러한 변동성 스큐가 나타났을 때는 빠
르게 회귀하는 변동성만을 고려하는 것이 가장 알맞을 것이다. 느리게 회귀하는 변동성도 함께 고려하는 
방안이 있지만 이는 불필요하게 추정 오차만 키우는 일이 될 수 있다.

  우선 바닐라 옵션 데이터에 피팅 된 결과를 보도록 하자. 그림[4]는 행사가와 만기에 따른 상대 오차를 
모델 별로 분류하여 그린 것이다. 자산이 다르더라도 결과는 비슷하기 때문에, 한 눈에 보기에 좋도록 자
산 별로 나오는 에러를 평균하여 하나로 정리하였다. y2(y1) 모델이나 y2z2(y1z1) 모델과는 달리 BS 모델
과 z2 모델은 만기가 짧을 때 나오는 skew를 반영하는데 어려움을 겪고 있다.

  아래 그림[5]는 multi-asset 옵션 데이터에 피팅 했을 때 나타나는 에러를 같은 방식으로 그린 것이다. 
어떤 모델이 single-asset 옵션 데이터에 피팅 했을 때 좋은 결과가 나타난다면, 그 모델이 두 자산으로 

이루어진 확률변수 쌍 


의 marginal density를 잘 반영한다는 걸 의미한다. 이에 반해 어떤 모델
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이 multi-asset 옵션 데이터에 피팅했을 때 좋은 결과가 나타난다면, 그 모델은 joint density 자체를 잘 
반영한다는 것을 뜻한다. 이 논문의 목적이 multi-asset 옵션 평가라는 것을 생각한다면 multi-asset 옵
션 데이터 피팅 능력이 더 중요하다고 볼 수 있지만, 바닐라 옵션 가격과 일관되게 multi-asset 옵션을 
평가 하려면 single-asset 옵션 데이터 피팅 능력 또한 무시할 수는 없다. 아래 그림은 두 개의 결론으로 
요약할 수 있다. 첫 번째로, single-asset 옵션 데이터에 피팅이 잘 되는 모델이 대체적으로 multi-asset 
옵션 데이터에도 피팅이 잘 된다. 즉, marginal density를 잘 반영하는 모델이 대체로 joint density 또
한 잘 반영한다. 두 번째로, (빠르게 회귀하는 변동성)를 하나만 둔 모형은 single-asset 옵션 데이터 

피팅 능력에 비해 multi-asset 옵션 데이터 피팅 능력이 떨어진다. 이는 앞서 예상한대로 가 하나만 있
는 모형은 두 자산 간의 상관성을 잘 반영하지 못 한다는 것을 의미한다.

(2) 만기 전체에 걸쳐 일정하게 변동성 스큐가 나타나는 경우

  이와 같은 상황은 시장에 장기 충격이 발생할 때 종종 일어난다. 이런 경우 시장참여자들은 발생한 충격
이 한동안 지속되어 하락국면이 좀처럼 해소되지 않을 것으로 생각한다. 이러한 변동성 스큐가 나타났을 
때는 느리게 회귀하는 변동성만을 고려하는 것이 가장 적합할 것이다. 그림[6]과 그림[7]은 실험 결과를 나
타낸 것으로 예상에 부합하는 방향으로 얻어진다. 결과에 대한 해석은 이전과 동일하기 때문에 생략한다.

(3) 만기가 짧을 때 강하게 나타나면서, 만기가 길어져도 사라지지 않는 변동성 스큐가 나타나는 경우

  이전에 언급한 상황들이 섞여있는 경우로, 시장에 단기 충격과 장기 충격이 동시에 발생하는 경우에 나
타난다. 이런 경우 빠르게 회귀하는 변동성과 느리게 회귀하는 변동성을 고려하는 것이 가장 적합할 것이
다. 그림[8]과 그림[9]는 실험 결과를 나타낸 것으로, 이 또한 예측했던 것과 일치하는 방향으로 얻어진다. 
이전과 마찬가지로 결과에 대한 해석은 생략하도록 한다.

  얻어진 결과들로 볼 때, Fouque 모델(y1)은 두 번째와 세 번째 변동성 스큐를 표현하는데  좋지 않은 
성과를 보이고 있다. 이는 당연한 것으로, 앞서 말했듯이 Fouque 모델은 전반적으로 기울어진 변동성 스
큐를 잡아내지 못 한다. 우리 논문에서는 빠르게 회귀하는 변동성 외에도 느리게 회귀하는 변동성을 추가
적으로 고려함으로써 두 번째, 세 번째 모양의 변동성 스큐까지도 적절히 반영하고 있다. 아래는 지금까지 
실험한 결과를 정리한 표이다. 여기서 각 에러는 다음처럼 정의된 일종의 상대 L2 error이다.





  




  



 여기서 : 만기 , 행사가  시점의 피팅 에러

스큐 유형 1 스큐 유형 2 스큐 유형 3
BS 2.92% 1.21% 5.88%

Y1(Fouque) or Y2 0.27% 0.94% 1.86%
Z2 2.95% 0.21% 4.13%

Y1Z2 or Y2Z2 0.66% 0.25% 0.39%

표[1] 각 변동성 스큐 하에서 single-asset 옵션 피팅 에러

스큐 유형 1 스큐 유형 2 스큐 유형 3
BS 3.45% 2.85% 7.64%

Y1(Fouque) 1.73% 2.39% 3.31%
Y2 0.32% 2.14% 3.26%
Z2 3.46% 0.61% 4.60%

Y1Z2 2.55% 0.79% 1.90%
Y2Z2 0.33% 0.62% 0.60%

표[2] 각 변동성 스큐 하에서 multi-asset 옵션 피팅 에러
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그림[4] 첫 번째 변동성 스큐 하에서, 두 single-asset 옵션(바닐라 옵션) 평균 피팅 에러
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그림[5] 첫 번째 변동성 스큐 하에서, multi-asset 옵션(max-put 옵션) 피팅 에러



15

그림[6] 두 번째 변동성 스큐 하에서, 두 single-asset 옵션(바닐라 옵션) 평균 피팅 에러
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그림[7] 두 번째 변동성 스큐 하에서, multi-asset 옵션(max-put 옵션) 데이터 피팅 에러



17

그림[8] 세 번째 변동성 스큐 하에서, 두 single-asset 옵션(바닐라 옵션) 평균 피팅 에러
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그림[9] 세 번째 변동성 스큐 하에서, multi-asset 옵션(max-put 옵션) 데이터 피팅 에러
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그림[10] 우리 논문의 방법론과 몬테카를로 시뮬레이션의 (왼쪽부터) 가격, 델타, 감마의 수렴 속도

  단순하게 확장된 확률변동성 모델로 multi-asset 옵션을 평가할 때는 몬테카를로 시뮬레이션이 많이 사
용된다. 하지만 잘 알려진 것처럼 몬테카를로 시뮬레이션으로 그릭스를 구하는 것은 매우 힘들다. 지금부
터는 우리가 제안한 방법론과 기존 몬테카를로 시뮬레이션의 효율성을 비교 분석할 것이다. 그림[10]은 몬
테카를로 시뮬레이션과 우리 논문의 방법론을 이용하여 max-put 옵션(, )의 가격과 그릭
스를 각각 구한 후 비교한 것이다. 여기서 몬테카를로 시뮬레이션은 double Heston 모델에서의 값들을, 
우리의 방법론은 Y2Z2 모델에서의 값들을 나타낸다. 우리는 PDE를 풀기 위해 금융 분야에서 널리 사용되
는 FDM 대신 자연과학 분야에서 널리 이용되는 FEM를 적용하였다. 이는 FDM보다 FEM이 그릭스의 수
렴성에 대한 이론적 기반이 더 잘 갖춰져 있다는 장점이 있기 때문이다. 그리고 시장을 double Heston 
모델로 만들고 Y2Z2 모델을 이에 맞춰 피팅한 것이기 때문에, double Heston 모델의 값은 참값으로 수
렴하지만 Y2Z2 모델에서의 값은 추정값으로 수렴하게 된다. 하지만 이 실험이 수렴 속도를 테스트하는 데 
목적을 두기 때문에, 각 모델의 값이 어디로 수렴하는가는 그리 중요한 문제가 아니다. 또한 코딩을 하는 
사람의 능력이나 사용된 알고리즘에 따라 결과 값이 다소 달라질 수 있다. 하지만 어디까지나 다소 차이가 
난다는 것뿐이지 실험 자체가 전달하는 메시지 자체가 바뀔 정도는 아니다.

  계산 속도가 빠르다는 말은 ‘같은 시간을 들였을 때 더 적은 에러가 보장된다’는 것으로 받아들일 수 있
다. 이를 표현하기 위해 그래프의 x축은 시간, y축은 (상대)에러로 잡았다. 방법에 상관없이 감마 데이터의 
수렴 속도가 제일 느리다는 것을 자세히 보길 바란다. hedging을 위해 가격, 델타, 감마를 한꺼번에 알아
야 하는 상황이라면, 옵션을 평가할 때 계산 속도를 좌우하는 것은 결국 감마의 수렴 속도이다. 하지만 몬
테카를로 시뮬레이션에서 감마가 수렴하는 속도는 매우 느리다. 코딩 능력과 하드웨어의 연산 능력에 따라 
달라지겠지만, 본 논문의 테스트에서는 한 시간이 지나도 감마의 에러가 100% 미만으로 떨어지지 않았다. 
이에 반해 우리 방법론을 사용한 경우, 가격, 델타, 감마의 에러가 15초 안에 모두 1% 미만으로 떨어지
고, 1분 정도가 지나면 0.1% 이하로 감소한다. 여기서 사용된 FEM은 단순한 FEM이 아니라 adaptive 
method가 적용된 adaptive FEM이다. 매우 간단하게 이야기하면, adaptive method란 에러가 큰 부분을 
파악한 후 그 부분을 더 잘게 잘라 집중적으로 계산하는 방법론이다. 이에 대해 더 알고 싶다면 
Yves(2005)를 참고하라. 

  PDE는 자연과학 및 공학에서 활발히 연구되는 분야이다. 이는 PDE를 효율적으로 풀기 위한 다양한 방
법들이 이미 개발되어 활용하기 편리하다는 것을 의미한다. 만약 더욱 강력한 계산 능력이 필요하다면, 
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sparse grid 등 더 복잡한 방법들을 적용할 수도 있다. 이런 접근들이 가능해진 이유는 우리 모델이 PDE
의 차원을 줄일 수 있게끔 만들어졌기 때문이다. 거듭 강조하지만, PDE의 차원이 크다면 큰 노력을 지불
하지 않는 이상 PDE에 기반을 둔 방법들을 쓰기 힘들다. 아래는 그래프의 결과를 표로 정리한 것이다.

표[3] 몬테카를로 시뮬레이션을 사용한 경우의 가격과 그릭스의 수렴 속도

표[4] 우리 방법론을 사용한 경우의 가격과 그릭스의 수렴 속도

5. 결론

  기초 자산의 개수가 늘어나고 상품 구조가 복잡해지면서 수치적인 알고리즘으로 상품을 평가하는 것이 
일반화되어가고 있다. 몬테카를로 시뮬레이션은 기초 자산의 개수가 증가하더라도 계산 비용이 합리적인 
수준으로 늘어나는 특성을 가지고 있다. 그래서 기초 자산이 많은 상황에서는 대개 몬테카를로가 PDE를 
푸는 방법보다 선호되지만, 매우 불안정하게 그릭스를 구한다는 단점을 가지고 있다. 따라서 헷징을 위해 
그릭스까지 알아야하는 상황이라면, PDE를 더 빠르게 풀 수 있는 알고리즘을 개발하는 편이 나을 수도 있
다. 실제로 금융공학의 많은 연구에서 수치해석 기법을 이용하여 PDE를 풀 때 계산 비용을 감소하려는 노
력들이 있었다. 하지만 단순하게 확장된 확률변동성 모델에서 나오는 PDE의 차원은 기초자산 개수의 2배
에 이른다. 이렇게 차원이 높은 PDE는 앞선 여러 연구들을 적용하더라도 풀기가 매우 힘들다. 이런 상황
에서 Fouque(2012)의 연구가 해결책이 될 수 있다. Fouque는 asymptotic method를 multi-asset 옵션 
평가에 적용하는 방식으로, 차원이 높은 PDE를 차원이 낮은 여러 개의 PDE로 나누는 데 성공하였다. 이
렇게 되면 확률변동성을 고려하면서도 multi-asset 옵션 평가에 PDE를 사용하는 것이 가능해진다.

  하지만 Fouque의 연구는 몇 가지 아쉬운 점을 가지고 있다. 우선 자산의 개수와 상관없이 확률변동성 
과정을 하나만 두었기 때문에, 자산의 변동성끼리 완벽히 상관되어 있는 문제가 발생한다. 또한 확률변동
성이 매우 빠르게 수렴한다는 가정을 두었기 때문에, 표현할 수 있는 변동성 스큐의 종류가 제한된다는 단
점을 가지고 있다. 우리는 자산마다 확률변동성을 두고, 느리게 수렴하는 확률변동성을 추가적으로 고려하
는 방식으로 Fouque의 연구가 가지고 있는 한계점을 해결하였다. 그리고 다양한 모양의 변동성 스큐가 
나타나는 시장을 만든 후, 우리가 이끌어낸 모형을 기존의 Fouque 모형과 비교하였다. 그 결과 기대했던 
대로, Fouque 모델에 비해 더욱 다양한 변동성 스큐를 반영할 수 있고, 자산의 변동성끼리  correlation
을 유연하게 모델링할 수 있다는 결과를 얻었다. 그리고 이 방법론을 multi-asset 옵션 평가에 적용한 결
과, 이 방법론이 몬테카를로보다 매우 빠른 속도로 그릭스를 구해내는 것 또한 확인할 수 있었다.

소요된 시간(s) price error delta error gamma error
18.072 0.55% 82.61% 4154.56%
71.972 0.32% 41.59% 2083.57%
108.388 0.28% 33.93% 1694.45%
163.14 0.25% 27.72% 1386.84%
3600 0.18% 5.88% 294.40%
7200 0.18% 4.28% 214.16%

소요된 시간(s) price error delta error gamma error
2.326 0.37% 0.21% 1.80%
3.542 0.18% 0.07% 1.98%
4.781 0.18% 0.08% 0.67%
8.731 0.18% 0.10% 1.38%
13.847 0.18% 0.08% 0.18%
34.765 0.03% 0.03% 0.27%
60.207 0.03% 0.02% 0.07%
111.006 0.01% 0.01% 0.01%
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부록.  Y2Z2 모델에서의 asymptotic method 적용

  본문에서는 real measure에서 자산별로 빠르게/느리게 수렴하는 변동성 요소  와 를 독립적으로 
가지고 있는 확률미분방정식(SDE)를 소개하였다. 여기에 Girsanov 정리를 적용하면 각 브라운 운동 항이 
다음과 같이 바뀌게 된다.











, 




, 



 

가 매우 크고 가 매우 작다는 것을 수학적으로 표현하기 위하여, small parameter , 를 이용해서 
각각을 과 으로 놓자. 모든 small parameter  , 는 모두 비슷한 order라고 가정하겠다. 그러면 
risk-neutral measure 하에서 다음과 같은 SDE를 얻을 수 있다. 간단한 표기를 위해 정리 적용 후 
Brownian motion 를 로 고쳐 적었다.










, 











 










 











 










 











 

 





 





 

 





 







, 


, 








 , 




 





 , 




 





 , 




 

여기서 는 각 확률 과정에 대한 market price of volatility risk이다. 이 중 fast scale인 
의 

market price of risk는 간단한 치환으로 제거가 가능하다. 변동성을 치환한 후에도 치환 전과 결과가 다
르지 않으므로(자세한 내용은 Fouque의 책(ref)의 4장 참고) 

의 market price of risk 
 를 으로 

두고 전개할 수 있다. 즉 위 SDE에서 
과 

는 다음처럼 바뀌게 된다.


 










, 

 













과  

를 기초자산으로 하면서 만기  시점의 payoff가 
 

인 파생상품의 가격 에 
Feynman-Kac 정리를 적용시키면 다음의 PDE를 얻을 수 있다. 

      
        

  
   

    for      이므로,
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적당히 operator를 정의해서 이를 간단히 하면, 







      

여기서,
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  이제 asymptotic method를 적용하기 위해 먼저 에 대하여 를 다음과 같이 전개하자.





 





⋯ 

이를   에 대입하여 에 대해 정리하면,



















  

      






















      




















⋯

따라서 
, 

, 
은 다음 PDE의 해가 된다.



















 … (1)


      






















 … (2)


       






















 … (3)


        

또한 각각의 
를 에 대해 다음과 같이 전개하여 대입하면,


  ⋯

(1)에서 다음의 식 얻을 수 있다.














 







 








⋯

임의의 과 에 대해 위 미분방정식이 성립하려면 각 항이 모두 0이 되어야 한다. 이렇게 얻은 미분방정
식들을 차례대로 풀어보자.

  
  order term의 미분방정식 

 을 풀면 에 대해 지수함수 꼴로 증가하는 해를 얻기 때

문에 는 에 대해 독립적이라고 가정하겠다. 


 order term에서도 같은 방법을 적용하면 
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는 에 대해서도 독립이라고 설정할 수 있다. 지수가  
 인 


, 


, 

 , 

 order 

항에서는 각각 다음의 방정식들이 얻어진다.


 

 


 

 


 


 

위 방법을 그대로 적용하면, 과  역시 들에 대해 독립이라는 것을 알 수 있다. 다음 order

인, 지수가 인 항들을 정리하면 아래의 미분방정식을 얻을 수 있다.




  … (4)

이 미분방정식은 반복된 Poisson equation으로 볼 수 있고, 해를 갖기 위해 필요한 centering condition
을 두 번 적용해주면,

〈〈〉〉 
 
 

여기서 , 는 
, 

의 invariant distribution이다. 피적분 함수인 를 각각 과 에 대

해 적분해주면   가 만족하는 PDE를 얻을 수 있다.

  
  

여기서  〈〈〉〉는 2D 블랙-숄즈 PDE operator이고, 과 는 각각 
, 

의 

invariant distribution에 대한 , 의 기댓값을 나타낸다. 이를 간단히 하기 위해 

각 의 
의 invariant distribution에 대한 기댓값을 〈〉으로 표현한다면, 각 parameter를 아래

와 같이 정리할 수 있다. 



 

, 

 

, 

여기서 

〈〉




, 

〈〉






 


〈〉〈〉 
〈〉〈〉 .

기호 〈〉는 안의 변수가 ()일 때 
(

)의 invariant distribution에 대한 기댓값을 나타낸다.

변동성을 와 의 곱으로 두었기 때문에 가 에 의존하지 않게 설정할 수 있다. 여기서 느리게 회귀

하는 변동성의 회귀속도를 나타내는 들이 매우 작기 때문에 
들의 값은 시작점인 와 크게 달라지지 

않는다. 그러므로 위의 를 상수처럼 생각 할 수 있다.

  이제 fast-scale correction term인  와  를 구해보자. 조금 복잡하지만 앞서 보였던 방법

을 그대로 다음 order 항들에 적용하면 
 지수 항의   order의 항에서 다음을 얻을 수 있다.
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solvability condition에 의해 

〈〈〉〉 〈〈〉〉   … (6)

(4)번 식 


 에서 에 관한 solvability condition만 적용하면 

〈〉이므로,


 

〈〉〈〉







 







다시 (4)식을 이용하면,

  

 

〈〉




















여기서,


  


, 

  

따라서 (6)식을 통해  이 만족하는 아래의 PDE를 얻을 수 있다. 

  〈〈〉〉
〈〈  

       
















〉〉

〈    

       












〈〉〉
   

마찬가지로   order 항에서 얻을 수 있는 



 에서, 아

래의  에 관한 식을 얻게 된다.

 
〈  

       












〈〉〉
   

여기서,


  


, 
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   ⋯에서  와 

에 대한 first order approximation  ,  을 얻었으니  에 대한 approximation을 구해보자.

  이제 
 ⋯을 (2)식에 

대입해 볼 것이다.














 







 








 ⋯ 



 , 
  order 항에서 이, 지수가  

 인 항에서 , 이 들에 의존하지 않음을 알 

수 있고, zero-order 항에서 다음의 Poisson equation을 얻게 된다.




 

solvability condition을 이용하면 이 만족하는 다음의 PDE를 얻는다.

  〈〈〉〉
 〈〉 〈〉 

chain rule을 이용하면 

〈〉 〈〉   
2D 블랙-숄즈 모델의 greeks간의 관계,  , 


를 이용하면 

아래와 같이 정리가 가능하다.

〈〉 〈〉 



 


의 전개식을 (3)에 대입하여 같은 방법을 적용하면 의 PDE 역시 구할 수 있다.

 
〈〉 〈〉 





 

  지금까지 얻은 식들을 정리해보자. 먼저 ≈  
 와 같이 근사할 수 있는데, 간단한 표기를 위해   ,  ,  , 

를  ,  , , 로 대체하겠다. 그러면 에 대한 근사식과 각 항들이 만
족하는 PDE를 아래와 같이 정리할 수 있다.

① 에 대한 근사식
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≈

② leading term 
  
  

③ fast factor 
에 대한 correction term 

 

   







 

   

여기서,








  〈〉, 







  〈〉〈〉

④ fast factor 
에 대한 correction term 

 

   







 

   

여기서,








  〈〉, 





  〈〉〈〉

⑤ slow factor 
에 대한 correction term 

 

   




 

   

여기서,






 〈〉, 








⑥ slow factor 
에 대한 correction term 

 

   




 

   

여기서,






 〈〉, 
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  만약 가 블랙-숄즈 모델에서 평가 공식이 존재하는 유러피안 옵션이라면 네 개의 correction 

term  ,  , , 의 평가 공식 역시 쉽게 유도할 수 있다. 대입 후 간단한 연산을 
통해 다음 네 식이 성립함을 확인할 수 있다.

①  
 

여기서  




















②  


여기서  




















③  




여기서  











 






 




④  




여기서  











 






 




  이제 이 모델이 어떤 변동성 스큐를 갖게 되는지 알아보자. 내재변동성은 개별자산에 대한 바닐라 옵션
을 통해 얻어진다. 첫 번째 자산에 의존하는 바닐라 옵션은 에만 의존할 뿐 에는 의존하지 않는다. 

따라서 이전에 소개한 모든 연산자에서 로 미분한 부분은 사라지게 된다. 만약 첫 번째 자산에 대한 바

닐라 옵션의 시장가가 라면 콜옵션에 내재변동성 를 대입했을 때 다음 식이 성립한다.

 … (7)

그 다음 내재변동성 와 우리가 leading term을 계산할 때 이용한 averaged volatility 의 차이를 

각 자산의 small parameter  와  로 전개하면,

   ⋯.

이제 (7)식의 양변을 전개해보자. 이전과 비슷하게 전개하면, 우변을 아래와 같이 적을 수 있다.

  


⋯




⋯

위에서 언급한 바와 같이 첫 번째 자산에 대한 바닐라 옵션의 가격은 변수 에 의존하지 않으므로, 














  












 






  



블랙-숄즈 모델에서 얻을 수 있는 관계식
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, 





 




, 
  

 
 을 이용하면  , 

에 대한 내재변동성의 first-oder approximation을 구할 수 있다. 두 번째 자산에 대해서도 같은 방법으
로 구할 수 있으므로 아래 첨자를 생략해서 표기하였다.

≈

여기서,


log ,   



 

  ,  ,   


 

 ,  


